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Введение: населённость

Термы Тип
1, -120, 14 Int
true, false Bool

f (x: Int): x > 0 Int → Bool
? A → (B → A)
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Введение: населённость

Изоморфизм Карри-Говарда
Типы — высказывания
Термы — доказательства
Проверка типизации — проверка
доказательства
Население (поиск терма данного типа) — поиск
доказательства
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Введение: системы типов

Система Типы Термы
λ → λ, @
λ∧ →, ∧ λ, @
λη∧ →, ∧ [1] λ, @

SystemF →, ∀ λ, @, Λ

[1] Присутствуют дополнительные правила вывода
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Введение: система λ∧η

Γ, x : τ ⊢ x : τ (Ax)

Γ, x : σ ⊢ M : τ

Γ ⊢ (λx.M) : σ → τ
(I →)

Γ ⊢ M : σ → τ Γ ⊢ N : σ
Γ ⊢ (MN) : τ

(E →)

Γ ⊢ M : σ Γ ⊢ M : τ
Γ ⊢ M : σ ∧ τ (I∧)

Γ ⊢ M : σ ∧ τ
Γ ⊢ M : σ

(E∧)

Γ ⊢ (λx.Mx) : σ
Γ ⊢ M : σ

(η)

Последние два правила можно заменить на (⩽) [2]
[2] Hindley, “The simple semantics for Coppo-Dezani-Sallé types,”
1982.
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Введение: система λ∧⩽

Γ, x : τ ⊢ x : τ (Ax)

Γ, x : σ ⊢ M : τ

Γ ⊢ (λx.M) : σ → τ
(I →)

Γ ⊢ M : σ → τ Γ ⊢ N : σ
Γ ⊢ (MN) : τ

(E →)

Γ ⊢ M : σ Γ ⊢ M : τ
Γ ⊢ M : σ ∧ τ (I∧)

Γ ⊢ M : σ σ ⩽ τ
Γ ⊢ M : τ

(⩽)
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Введение: ранг типа

Ранг типа
Максимальная глубина вложенности ∧ (или ∀) в
качестве левого аппликанда →

rank(α→ β) = 0

rank(α ∧ β) = 1

rank(α→ (β ∧ γ)) = 1

rank((α ∧ β) → γ) = 2

rank((α ∧ β) → (γ ∧ δ)) = 2
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Введение: известные результаты

Система Результат
F ∞ [3]
Fk
λ∧η ∞ [4]
λ∧k

k > 2 : ∞ [5]
k ⩽ 2 : EXPSPACE [6]

λ∧ηk

[3] Urzyczyn, “Inhabitation in Typed Lambda-Calculi (A Syntactic
Approach),” 1997.
[4] Urzyczyn, “The Emptiness Problem for Intersection Types,”
1999.
[5] Urzyczyn, “Inhabitation of Low-Rank Intersection Types,” 2009.
[6] Kusmierek, “The Inhabitation Problem for Rank Two
Intersection Types,” 2007.
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Отличия λ∧ и λ∧η

Утверждение типизации x : α→ β ∧ γ ⊢ x : α→ β верно
в λ∧η, но неверно в λ∧

Тип δ ∧ (α→ β ∧ γ) → δ ∧ (α→ β) населён в λ∧η, но пуст
в λ∧
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Цели и задачи

Цель
Исследовать проблему обитаемости в системах с
пересечениями и ограничениями ранга

Реализация алгоритма для λ∧2, приведённого в
статье [7]
Изучение λ∧η2: адаптация алгоритма
Доказательство свойств корректности
Исследование подсистем SystemF2:
∀ ∼ бесконечное пересечение

[7] Kusmierek, “The Inhabitation Problem for Rank Two
Intersection Types,” 2007.
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Алгоритм для λ∧

Основная идея
Решать несколько задач населения параллельно:
населить φ ∧ ψ = найти терм, имеющий
одновременно тип φ и ψ

[Γ1 ⊢ X : τ1 , . . . , Γn ⊢ X : τn]

1 Если есть тип-пересечение, разбить его на
задачи

2 Если все типы стрелочные, то результат — это
лямбда

3 Если хотя бы одна из задач — типовая
переменная, нужно найти в контексте, как её
получить, при этом тип должен подходить и
другим задачам
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Алгоритм для λ∧η: шаг 3

Если i-я задача — получить τi, то нужно найти такие
x и k, что

Γi ⊢ x : ρ1i → · · · → ρk
i → τi

Оказывается, это эквивалентно:

Γi ∋ x : φ0 ∧ (ρ1i → φ1 ∧ (ρ2i → φ2 ∧ . . . (ρk
i → τi) . . . ))

(σ — надтип, σ — подтип)

Тогда решение — X = xZ1 . . .Zk,
где Zk — решение [Γ1 ⊢ Zk : ρk

1 , . . . , Γn ⊢ Zk : ρk
n].
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Алгоритм: свойства

Soundness
Алгоритм действительно выдаёт обитателей

Следует из построения

Completeness
Если обитатели существуют, алгоритм их найдет

Если M — решение задачи [Γi ⊢ X : τi]i, M = xM1 . . .Mk,
то Γi ⊢ x : α1

i → · · · → αk
i → τi

Кайсин И. С. Население типов в λ∧η2 13/16



Алгоритм: свойства

Termination
Для типов ранга ⩽ 2 алгоритм завершается за
конечное время

Типы в контекстах имеют ранг ⩽ 1, поэтому
количество «∧» в правых частях «⊢» не
увеличивается

EXPSPACE
При работе алгоритм использует память (не более
чем) экспоненциального размера
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Итоги

Система Результат
F ∞
Fk
λ∧η ∞

λ∧k
k > 2 : ∞

k ⩽ 2 : EXPSPACE
λ∧ηk
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Итоги

Результаты
Устранены недостатки статьи Kusmierek, “The
Inhabitation Problem for Rank Two Intersection Types,”
2007
Разработан алгоритм для λ∧η
Показаны корректность, полнота и
завершаемость алгоритма, что влечёт
разрешимость проблемы обитаемости в системе
λ∧η

Алгоритмы для λ∧ и λ∧η реализованы и
протестированы на Haskell

Дальнейшие планы
Проанализировать SystemF2 и её подсистемы
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